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Resumen

Este trabajo gira en torno a la problemdtica que tienen los estudiantes al resolver sistemas de ecuaciones
lineales con dos incégnitas aplicando diversos métodos de resolucién. En cuanto a la interpretacién y uso
dado a los valores obtenidos, se identifica que las ecuaciones lineales por si solas se transforman en obsticu-
lo, ya que impiden la comprensién de lo antes mencionado. Para salvar este obstdculo, para resolver siste-
mas de ecuaciones se propone la teoria de representaciones semidticas de Raymond Duval, ya que se suelen
pasar por alto las complicaciones de la operacién de conversion de registros sin asociar los elementos que se
relacionan.
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Abstract

This article deals with the students problematic when solving systems of linear equations with two va-
riables by applying different resolution methods. Concerning the interpretation and use of the obtained
results, it is identified that linear equations by themselves become an obstacle, because they make difhicult
the comprehension of the foregoing. To overcome this obstacle, for the resolution of equation systems, the
Raymond Duval’s theory of semiotic representations is proposed, because the complications of the register

conversion operation are overlooked, without associating the related elements.
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1 Introduccion

A la conversién de un registro en otro se le otorga una importancia insustancial; sin embargo, se ha do-
cumentado que, en el dlgebra lineal, la conversién entre registros desempena un papel central en el apren-
dizaje, y las conversiones que involucran al registro simbdlico resultan de mayor dificultad. Tomando en
cuenta documentos de apoyo relacionados con el tema de este trabajo, se consideran ciertos aspectos para el
disefio de una secuencia didéctica que busca que el estudiante se apropie del conocimiento. Para lograr este
objetivo, se propone que el alumno trabaje diferentes registros: natural, grifico, algebraico y aplicacién. A su
vez, la estrategia principal es que el conocimiento se obtenga por descubrimiento guiado.

Desde nuestra perspectiva pensamos que es importante utilizar diferentes situaciones que involucren el
contenido y creemos que existen diferentes medios para adquirir un conocimiento; también consideramos
que involucrar més de un medio enriquece el aprendizaje significativo y, aunque el proceso algebraico ha te-
nido prioridad en los dltimos afos, es bien sabido que por si solo no es suficiente, por lo menos en lo que
se refiere a la ensenanza-aprendizaje. Con esto no se quiere decir que debamos dejar a un lado lo algoritmi-
co: se trata mds bien de que el alumno interactie con los diferentes lenguajes matemadticos para asi construir
su propio saber matemdtico. Con estas situaciones did4cticas se espera favorecer el aprendizaje significativo,

con el propésito de incidir positivamente en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

2 Antecedentes del origen y evolucion del concepto matematico

El anilisis o investigacién de un objeto es necesario para el desarrollo de situaciones que lo involucren
y, por lo tanto, es de gran importancia saber su evolucién histérica, ya que muestra los diversos obstéculos
en el desenvolvimiento del objeto. El estudio histérico de igual manera da pautas sobre las construcciones
de los algoritmos que hoy son ensefiados generalmente sin justificacién. Realizando un recorrido por la cro-
nologia, los primeros rudimentos de lo que hoy conocemos como sistemas de ecuaciones —segun un estu-
dio realizado en el Instituto Tecnoldgico de Monterrey, Métodos numéricos y dlgebra lineal: Los sistemas de
ecuaciones lineales (NGJ/vo6, serie CBoo8s1)— fueron ya resueltos por los babilonios, quienes llamaban a
las incégnitas con palabras como ‘longitud’, ‘anchura’, ‘4rea’ o ‘volumen’, sin que tuvieran relacién con pro-
blemas de medida. Un ejemplo tomado de una tablilla babilénica (Colette, 1986) plantea la resolucién de un
sistema de ecuaciones en los siguientes términos:

s anchura + longitud = 7 manos

longitud + anchura = 10 manos

Para resolverlo comienzan asignando el valor 5 a una mano y observaban que la solucién podia ser: an-
chura = 20, longitud = 30. Para comprobarlo utilizaban un método parecido al de eliminacién. En nuestra
notacién es:

y+4x =28

y+x=10
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Restando la segunda de la primera, se obtiene 3x = 18, es decir, x =6 ey = 4.

En el recorrido donde se analiza el objeto matemdtico en cuestién aparecen otros documentos descritos
brevemente en el articulo Historia y desarrollo de los sistemas de ecuaciones lineales (Ramirez, 2013), donde
se habla nuevamente de los babilonios y de otras etnias que han hecho su aporte o se han involucrado en el
trabajo y desarrollo de los sistemas de ecuaciones.

El mayor nimero de documentos de los babilonios corresponde al periodo comprendido entre los afios
6ooa. C.y300 d. C. Ellos casi no les prestaron atencién a las ecuaciones lineales, quizds por considerarlas de-
masiado elementales, y trabajaron mds los sistemas de ecuaciones lineales y las ecuaciones de segundo grado
(Ramirez, 2013). Los egipcios nos dejaron en sus papiros (sobre todo en el de Rhind —1650 a. C.— y el de
Mosct —1850 a. C.—) una multitud de problemas matematicos resueltos. La mayoria de ellos son de tipo
aritmético y respondian a situaciones concretas de la vida diaria; sin embargo, encontramos algunos que po-
demos clasificar como algebraicos, pues no se refiere a ningin objeto concreto. En estos, de una forma reté-
rica, obtenfan una solucién realizando operaciones con los datos de forma andloga a como hoy resolvemos
dichas ecuaciones (Ramirez, 2013). Los matemdticos griegos no tuvieron problemas con las ecuaciones linea-
les y, exceptuando a Diofanto (250 d. C.), no se dedicaron mucho al dlgebra, pues su preocupacién era mayor
por la geometria. Sobre la vida de Diofanto aparece en los siglos v o v1 un epigrama algebraico que constitu-
ye una ecuacion lineal. Los griegos también resolvian algunos sistemas de ecuaciones, pero utilizando méto-
dos geométricos. Thymaridas (400 a. C.) habfa encontrado una férmula para resolver un determinado siste-
ma de ecuaciones con n incégnitas. Diofanto resuelve también problemas en los que aparecian sistemas de
ecuaciones, pero transformandolos en una ecuacién lineal (Ramirez, 2013). Diofanto solo aceptaba las solu-
ciones positivas, pues lo que buscaba era resolver problemas y no ecuaciones. Ustilizé ya un lgebra sincopa-
da como hemos sefialado anteriormente. Sin embargo, unas de las dificultades que encontramos en la reso-
lucién de ecuaciones por Diofanto es que carece de un mérodo general y utiliza en cada problema métodos

a veces excesivamente ingeniosos (Ramirez, 2013).

3 Dificultades en el aprendizaje del objeto a ensenar
Obstaculo n.° 1: ecuaciones lineales

En el articulo de Mabel Panizza (1999) se encuentran las siguientes evidencias:

Clasificacion: epistemoldgico, ya que con base en la definicién del objeto matemitico surgen los erro-
res en los estudiantes.

Evidencias: todos los estudiantes entrevistados resolvieron los sistemas propuestos correctamente. El
primer sistema que se les presentd fue:

4x=3y+8

X +y =2, cuya solucién es el par 2,0.

Ellos explicaron que un par de nimeros es la solucién del sistema si verifica cada una de las ecuaciones.
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Sin embargo, cuando les preguntamos si la solucién del sistema que ellos habian obtenido era una solucién

de la ecuacién 4x = 3y + 8 —considerada esta aislada del sistema—, ellos dijeron que no.

(E= entrevistadora; R= Rodolfo; D= Daniel)

Entrevista:

E: —;Este par (el 2,0, solucion del sistema) es solucion de esta ecuacion?

R: —No, de las dos.

D: —De las dos juntas, porque es un sistema.

E: —Aja. Y ustedes, antes, ;como habian hecho para saber que el 5,4 es soluciéon de la de arri-
ba?

R: —Reemplazando.

E: —Y quieren probar si el 2,0 es solucion de la de arriba.
: —No va a dar.

w)

Todo ocurre como si los estudiantes pensaran que, en tanto el par 2,0 fue una solucién obtenida ma-
nipulando las dos ecuaciones, no podria seguir siendo solucién cuando desapareciera una de las ecuaciones
que intervino en el proceso de obtencién.

Frente a una explicacién del entrevistador, Daniel y Rodolfo parecen aceptar finalmente que el par 2,0
es solucién de la primera ecuacién. Sin embargo, esta aceptacién es solo transitoria: cuando se los enfrenta
a un nuevo sistema de ecuaciones en el que sigue apareciendo la ecuacién 4x = 3y + 8 y se les pregunta si el
par 2,0 es solucién de esta, ellos dicen que no, “porque ya no estd esta ecuacién” (x + y = 2, la segunda ecua-
cién del primer sistema tratado).

Este resultado mostrarfa que, desde la perspectiva de los chicos, la ecuacion con dos variables en un siste-
ma es un objeto diferente de una ecuacion con dos variables.

Desde ese punto de vista, no tiene por qué haber relacién entre la solucién de la ecuacién obtenida a par-
tir del sistema y la solucién de la ecuacién aislada de este.

Evidentemente, este hecho refuta el supuesto en el cual nos habfamos apoyado para pretender provocar
desequilibrio en los alumnos al introducir una nueva solucién de la ecuacién “de la mano” de un sistema.

(Panizza, Sessa, y Sadovsky; 1999).

4 Justificacion de la propuesta

Una ecuacién puede contener una, dos o mds incégnitas, es decir, varios nimeros distintos que se com-
plementan, pero se sabe que a las incdgnitas se les puede designar diversos valores y estas pueden tener infi-

nitas soluciones. Cuando se forma un sistema de ecuaciones, es decir, dos o0 mis ecuaciones, los valores satis-
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facen las mismas incégnitas y, por lo tanto, el sistema puede tener una solucién o no tener solucién (sistema
de ecuacién no compatible). Para el estudiante, a veces es un obstdculo poder comprender que, por una par-
te, una ecuacion con dos incégnitas posee infinitas soluciones y, por otra, dentro de un sistema de ecuacio-
nes también forma parte de las soluciones por cada ecuacién. Al proponer esta actividad se quiere obtener
varios objetivos por items y en progreso. Primero, cuando se comienza en el item 1, se los ayuda con los va-
lores que puede tener x, donde el par ordenado que obtengan como resultado lo podrin utilizar a medida
que vayan avanzando en la guia.

También se quiere que los estudiantes, antes de llegar al registro algebraico y grifico, puedan observar
—en el plano cartesiano que ellos mismos confeccionarin— las soluciones que pueden seguir siendo mds
de las que logran sacar al reemplazar los valores de x. En el siguiente item ya se introduce el concepto de sis-
tema de ecuaciones, al contener las ecuaciones del item 1 con otras (figura 1), que son pares ordenados ya sa-
cados de los primeros items. Se les solicita responder respecto de la presentacién y destacar la interseccién
que se ha generado. Este {tem otorgaria el paso a la institucionalizacién del concepto. En el ftem 2 (figura 2),
se quiere lograr que ellos también comprendan que existen sistemas de ecuaciones no compatibles, es decir,
que no poseen un par ordenado en comuin al comparar una ecuacién que satisface dos sistemas diferentes.
Se ve que uno de los sistemas tiene solucién, y el otro, no. Por tltima instancia se les pregunta a los estudian-
tes por el/los par/es ordenado/s que consideren que posee/n una solucién con la ayuda del anexo 1 (méto-
do de sustitucion).

Soluciones de las ecuaciones lineales con dos incognitas

+ Buscar pares ordenados que satisfagan la ecuacion y luego represéntalos
en el plano cartesiano y une los puntos.

a) x+y=6
(2,._) (3._) (4._)

Figura 1. item 1, propuesta did4ctica
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Solucion de un sistema de ecuaciones

* Representa nuevamente los mismos puntos de una de las ecuaciones que
yahas resuelto en el plano cartesiano y designale valores a las incognitas
de lanueva ecuacion para cumplirla igualdad como en la anterior actividad.
Luego representa los pares ordenados de ambas ecuaciones en el mismo
plano cartesiano.

x+y=6
x=2=y

;Qué ha sucedido al representar ambas ecuaciones en el mismo plano
cartesiano?

Figura 2. ftem 2, propuesta did4ctica

5 Conclusiones

Los sistemas de ecuaciones lineales son una operacién que busca una solucién que compartan las ecua-
ciones bajo todos los criterios que este sistema pueda tomar. No obstante, aquello provoca una confusién
en las soluciones de la ecuacién lineal con dos incdgnitas, ya que el resultado del sistema se considera como
lo antes mencionado y no se logra identificar que aquellos valores (resultado de x e y) son un par de la solu-
cién del sistema con dos incégnitas. Sin embargo, la propuesta de ensefianza disenada para aquella dificultad
toma en consideracién que el problema proviene desde la identificacién de la ecuacién lineal con dos incdg-
nitas (sus soluciones particulares), y se comienza por cubrir aquello realizando ejercicios de identificacién de
soluciones. Otra dificultad que se presenta en esta operacion son las transformaciones que se realizan en los
distintos tipos de registros, es decir, no se logra hacer una conversion entre ellos, lo que dificulta atin miés el
tratamiento que se debe realizar en la transformacién. No se logra realizar la conversién entre el lenguaje na-
tural al algebraico y del algebraico al grifico, donde una de las causas identificadas es que los textos escolares
y algunos profesores no realizan estas transformaciones en la ensefianza de los sistemas de ecuaciones, sino
que se enfocan solo en los métodos de resolucién, lo que corresponde al tratamiento del registro algebraico.
También no existe conciencia de que este contenido corresponde a la introduccién al dlgebra lineal, y se en-

sena solo como un contenido de dlgebra I.
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